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Messung physikalischer GroRen urid thre Auswertung
lineare Regressionsanalyse (Methode der kleinsten Quadrate)

Aufnahme der _smmmmw_mq. Fehlerforipflanzung:

Jede gemessene physikalische GroRe ist mit einem Fehler behaftet.
Dabei unlerscheiden wir unvermeidliche statistische Fehler, die sich z.B.
durch Vielfachmessung mit dem gleichen Meflgerdt ermitteln lassen und
systematische Fehler, die von der Gite des MeBverfahrens abhéngen und
nur durch genaue Analyse der MeRapparatur erfafit werden kbnnen. .
Die systematischen Fehler AX, einer Mel3gréfie X, sind abzuschétzen, das

mmr_mno;unmzmczmmmmmmﬁ fur die systematischen Fehler umEE

EN v

lox,i
Besteht die w::_a_o: £ z.B. aus zwei MefgréBen x, und ¥, also f(x,y ).
so wiirde das Fehlerfortpflanzungsgesetz fiir n_m systematischen Fehler
lauten:

E Ax AIL Ay

Die m<m53m:mnsm: Fehler kénnen positives oder :mumzqmm Vorzeichen haben,
d.h. sie kénnen sich auch eventueli gegenseitig aufheben. Der systematische
Gesamifehler besitzt dann ein eindeufiges Vorzeichen. Der systematische
Fehler der Funktion ist dann getrennt von dem statistischen Fehier anzugeben.

In den statistischen Fehlern konnen sich durchaus noch unbekannte
sysiematische Fehler verborgen haben. Normalerweise offenbaren sich reine
statistische Fehler, indem man die MeBwerte in einer Héaufigkeitsverteilung
darstellt und dann als Ergebnis eine GauB-Vertellung erhait. ist diese Gauli-
Vertellung symmetrisch, so ist das Maximum dieser Verteilung der sogenannte
arithmetische Mittelwert. Ist eine Messung zusatzlich mit unbekannten
systematischen Fehlemn behaflet, so erh@it man beim Ersiellen der
Haufigkeitsverteilung keine symmetrische Verteilungsfunkfion. Aus ihrer
Unsymmetrie kann man Rickschiisse auf die GréBe noch unbekannter
systematischer Fehler schiiefen. Dabei mul man sich aber das cben {iber
systematische Fehler Gesagte vor Augen fiuhren (mehrere syslematische
Fehler kbnnen sich addieren, aber auch gegenseitlg aufheben). Desweiteran
muft man auch bedenken, dafh eine symmetrische GauR-Verteilung infolge
eines vorliegenden syslematischen Fehlers aui der MeBweriachse auch
paratiel verschoben sein kann.
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Der arithmetische Mittelwert x von einer Anzahl n  einzelner MefRgréfien x,
wird berechnet nach der Gleichung: x = .H..M“a_
nooy

Wenn eine schiefe Verteilung vorliegt, so ist das arithmetische Mittel nicht das
Maximum der Verteilung !

Die Giite einer Messung zeigt sich in der Form (Breite) der Verteilungskurve:
Eine sehr schmale Vereilung bedeutet, daR die MeRwerte sehr nahe
beieinander und im einzelnen auch nahe beim Mittelwert liegen, eine breite
Verleifung sagt dagegen aus, daf die Einzelwerte weit um den Mittelwert
streuen, also ein weniger gutes MeRverfahren voriiegt. Dabei sind, wie gesagt,
noch keinerlei Aussagen i{iber eventuell vorliegende systematische Fehler
gemacht.

Die Giite wird mit dem halben Abstand der Wendepunkie der symmetrischen
GaubBverteilung angegeben, man bezeichnet diese GroRe auch als er_::&
oder Standardabweichung der Einzelwerte um den Mittelwert.

Es berechnet sich nach der Formel: 5=

waobel n die Anzahl der Einzelmessungen x, und x das arithmetische Mittel ist.
Oft benutzt man fiir die Standardabweichung s auch den griechischen
Buchstaben ¢ H&ufig wird auch das Quadrat der Streuung angegeben. Man
—i1
MAH_ - Hv
nennt es Varianz = |ﬂl
n -
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Es sej hier darauf hingewiesen, dafl die Streutung eine Aussage iiber die
Giite der Reprisentation der Einzelwerte durch den g_gmnim_.m macht, aber
nicht der Fehler des Mittelwertes ist.

Der Fehler des Mitlelwertes ergibt sich durch Anwenden des
Fehlerforipflanzungsgesetzes auf die Forme! des Miltelweries. Im Falle des
arithmetischen Mittels filhi das zur Gleichung fir den Fehler des

BCED
n{n—1)

5
arithmetischen Mittels s, = H\F; =
n

Eine solche Fehlerangabe hat die gleiche Einheit wie der Melwert selbst, man

spricht daher vom absoluten statistischen Fehler der MegréRe.

Wenn man einen systematischen Fehler in der Einheit der Melgrofe mzu_E

50 ist das dann auch ein absoluter systematischer Fehler.

Man kann natirlich den absoluten Fehler auch auf die Melgréfie normieren

und erhélt dann den relativen Fehler der MefRgriRe. Dieser isl einheitenlos.

Man kan ihn in % durch Multiplikation' mit 100 angeben:

= .ﬂnuh_?_
X

5

el

Gewichtete Mittelwerte w"

= Mﬁ,.ﬂ.
i .

Die Formel firr die Wichtung der Mittelwerte lautet: x = =4
5

Miltt man mit gleichem MeBgerat, nur jeweils mit unterschiedlichen

Hiufigkeiten 7, ,so erhdlt die Gleichung mit p,=»n das Aussehen

M:
M“:

Wenn die Streuungen o fiir jeden Mittelwert andere sind, gilt wegen p =

X =

1
o

i
= .,n,Ob.

nun die Gleichiung  x =

a.|—s
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Das Fehlerfortpflanzugsgesetr FFG:

Ergibt sich die Notwendigkeit, mehrere fehlerbehaftete physikalische GroRen
in einer Grékengleichung zu versinen, so mul man das Fehlerforipflanzungs-
gesetz anwenden.

Gesucht ist also der Mittelwert der Funktion und ihr Fehier, wenn die
fehlerbehafteten MeRwerte, von der die Funktion mw:m:mﬁ gegeben sind.

Im folgenden soll das FFG mwmm“m;ﬂ werden.

Eine Funktion, die z.B. von zwel Variablen mu:m:w_ sel in einem
dreidimensionalen Koordinatensystem dargestellt. Der jeweilige MelRwert
X,.¥,) befindet sich auf der Kurve f{x,, ). Ein Fehler des Funktionswertes
stellt sich dabei so dar, als hétten wir eine geringfiigige Abweichung von
diesem Melwert. Wie kann man diese Abweichung nun rechnerisch erfassen?
Verfolgen wir einmal eine mm:zmaummm Abweichung in einer Richtung und
sagen, daf die Abweichung in x~ Richtung durch die GréRe (x + /) und die
Abweijchung in y- Richtung durch die GréRe (y + k) beschrieben ist. Die
Anderung des Funktionswertes f Q.x.+ n(y+ .Sv ergibt sich dann in erster

Néaherung tber die Beziehung:

s+ Wy + )= feeyy+ | ZLE) 4 ATp) Y
dx dy

S (x,»)
ox
gebildet und dabei y konstant gehalten wird {man nennt diese Form der
Ableitung partielle Ableitung). Im folgenden wollen wir dafiir eine abgekiirzte

Schreibweise benutzen; Eu [, bzw. E = f

ax : dy i
Da wir i x-Werte haben und /- der jeweilige Abstand des 7-ten x-Wertes
vom Mittelwert X ist, schreiben wir /4 = (x, - ¥)
Wenn wir nun den Mittelwert der Funktion berechnen wollen, miissen wir die
Anzahl der x- MeBwerte und die Anzahl der y - MeRwerte xmzzmn Wir wollen
die Anzahl der x-MeRwerte mit 7 = r bezeichnen und ihre Summation {iber 7

Die Schreibweise bedeutet, dal die Anderung der Funklion nach x

mit der Summe M beschreiben.

int
Entsprechendes gilt fir die j y-Werte. Hier ist & der jewellige Abstand des J-
ten y-Wertes vom Mitlelwert ¥ und es sei &, =(y, - 7).
Die Anzahl der u?a__m_wimnm sei s und thre m:BBm__o: gehe :cm“. J mit der

Summe M

Damit s._a der Mittelwert der Funktion an der Stelle (x + h),{y + k) zu:
— ﬂ r X _
Ha+my+ B) s =35 (f(x,57)+ fi-h + £,-k,)

Fe8 i=1r=1
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Die Ausfihrung der Summation ergibt;
MM f(x,7)=r-s5 f(X,7) (Doppelsumme lber eine Konstante)

i=lj=1

.MM fooh=s- Mr f.=0 (Mittelwertbedingung 37 =
i

.n_u 1

MMC.N;J = _...Mu_ﬁ -f, =0 - (Mittelweribedingung 2.k,=0)

i=1j=% i=1

- 1 o
Die Ergebnisse zusammengefaflt ergeben:  f = ﬂl.w_, -5 f(X,7)

Der Mittelwert der Funktion ist gleich dem Funktionswert der Mittelwerte .

TGy = 7(x5)
Z.B. wird die physikalische Gréfiengleichung fir die Beschieunigung a =

)

wenn Weg und Zeit umammmm: werden und damit fehlerbehaftetet sind, zu
a= ﬁ (mit den Mittelwerten von Weg § und Zeit 7}’

7 -
Wie Sie sehen, multiplizieren wir Mittelwerte, die mit Fehlern behaftet sind.

Wie sich die Fehler zB., der Groke & berechnen sagt uns das

Fehlerfortpflanzugsgesetz FFG.
Dabei erinnern wir uns an die Formel fir die Standardabweichung fir eine
-5

i

fehlerbehafiele Gréke s = H
A -

Im Z&hler unter der Wurzel steht in der Summe die Abweichung des

Einzelwertes vom Mittelwert. Wenn wir das entsprechend fiir unsere Funktion

aufschreiben, wird x, = f, und X = f .Die Abweichung sei dann

v, =(f, - ) und die Quadratsumme der Abweichungen unter der Wurzel

wird zu einer Doppelquadralsumme: M,.,_Mﬁm = M Mx £, -ry

. ) 1e1fel Jeljnut

Die Anzahl der Mefiwerie » wird dann zu r-s
(r x-Mefwerte und s y-MeRwerle)

rox _

22, ~ 1Y

i=1=1

Der Fehler der Funktion o, istdann o, =
r-s

Mt f,=S(xP)+Sf-h+ [k und f= \AH ¥} erhalten wir fir
>3V =X S ET) + foh o+ Sk~ [(E,5

izl fat i=1j=t

Ausgerechnet ergibt das:
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" interpretieren, wobei dann der Index f

HM_M,\HHMMA&.TQ.Q
MM.c NN + 2Rk S S, Sk =5 M..b Sl M.ﬁ f

i=1j=} i=1j=1 rl{IlL

Gehen wir mit allen unseren Anteilen in die Gleichung o, =

= MM,Q_H_,,..M\N_“.\.;;.MQ
ein; so erhallenwir 0, =14 — = i o
,...m r-s

PLEEDNC R W_ﬁ 20, -
da — = : =g, und = =0,
! r s s

die Varianzen der Meflwerte X und ¥ sind (wir hatten sie zu Anfang mit dem
Buchstaben 5 bzw. .w cmmm.ns:mc ergibt sich die Formel des FFG flir zwei
<m:mc_m zu

(Die o, und o, sind die Fehler der MeRgréRen ¥ und ¥ und £ bzw f die
partiellen Ableitungen der Funkiion). Bel Funktionen von mehr als zwei

Variablen ist die Forme! des FFG entsprechend o,

von 1 his n die >_._Nm_.__ der
fehlerbehafteten MeRvariablen darstellen soll.

Danach erhalten wir z.B. den Fehler der Funktion F{X,¥) mit den

fehlerbehafteten MeRwerten ¥ £, und J+s,

arY . L (ar
Sy ex ) TGy

¥}

Dabei stehen unter der Wurzel jeweils die Quadrate der absoluten Fehler der
einzelnen MeRgrofien, die mit den Quadraten der partiellen Ableilung der
Funktion nach dem Miitelwert der betreffenden MeRgréiie multipliziert werden.

Wir wollen hier kurz das FFG zur Bestimmung des Fehlers einer Summe oder
Differenz bzw, eines Produktes oder Quotienten anwenden:
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In einem Praktikumsversuch sind die zur Bestimmung der Fahrstrecke der
Gleiter. erforderlichen Ablesungen des Start und  Zielpunkies auf der

Luftkissenschiene fehlerbehafiet: 7 4= 5 = ?Im - wauu LA
5, M.J?.M + 8 |

Der mittlere | Fehler mm:m_.. Summe oder einer Differenz zweler
fehlerbehafteter quwmz ist gleich amu pythagoreischen w::.._._..m der
mitileren Fehler der Summanden.

Fir die mmmaaazsu tes Fehlers eines Produktes oder Quotienten, Em:_mn

2-1(¢
wir die Gleichung fir die mmmos_mcz_m:.:m a= NA ) QS. die Strecke s haben
wir, um Verwechselungen mit der m”m:nmamuém_nsczu zu vermeiden !
setzi) m+ulw.~.m.w
einge: ts5=—Fts
g , S~
2 ]
s 2 + s aill
g = - -l —
@) @
) - . - - da(l,r)
denn die partiellen Ableitungen nach / bzw. nach [ ergiben: liw.w.!l = ﬂ
da(l,7 47
und Emlﬁlwi,v. e
ol 1

In diesem Falle vereinfacht sich die Gleichung indern wir zum relativer Fehler
iilbergehen:

Fiir alle Produkte und Quotienten gilt:

Der relative mittlere Fehler eines Produktes oder mmzmw Quotienten zweier
fehlerbehafieter GroRen ist gleich der uﬁ:mmﬂm.mn:a: Summe der
refativen mittleren Fehler der Faktoren.

Bestimmen der besten Geraden mit Hilfe der linearen Regression

Wir gehen von der Omﬁmamzmmmm%c:m_ ¥ =b-x, + ¢ ausund nehmen an,
dall dabei y, die fehlerbehafteten gmamamm: wahrend die x, parametrisch
vorgegeben sind. Natiirlich sind in der Praxis auch die x, fehlerbehaftet, aber in

nur ganz wenigen Féllen findet sich die c=am:m=_mxm= des vorgegebenen
Parameters nicht im Fehler irgendeiner Messgrilie wieder:

Die miathematische Gleichung fir die Gaul'sche Glackenkurve lautet:

7 lineare Readressionsanalvse

P(x; X

P(x;;X,0) nennen wir die Em:ﬂwnzmm:_m%wwn oder Hiufigkeit mit der die

einzelnen MeRwerte x, , die sich zum arithmetischen Mittelwert x = H.M.ﬁ.
’ N

-
ergeben. o ist die Standardabweichung, die wir nach der Gleichung
—\1

MAH_. - .Mv .

La!izw,..t berechnen kénnen. n ist die Anzahl der einzelnen
MeRwerte x,
Die grafi mn:m Dmﬁm»m__::m der symmetrischen Gauli-Verteilungsfunktion (Gaufi-
Kurve) ergibt sich wie folgt. Die Standardabweichung findet sich in der halben
Breite der Verteilungsfunktion wieder (halber Abstand der Wendepunkte).

Haufkzkelt dor vorkommenden
einzeinon MebBwerta

\

symmeidsche Gaul-Verlallungen
untorschindiichar Broilo

S

olnzelnor MeBwert »

Die bei der Vertellungsfunktion gesuchte Variable ist der Maximalwert, der
bei einer symmetrischen Verteilungsfunktion der arithmetische Mittelwert ¥
ist, was sich beweisen I8Rt, indem man die eindimensionale GauR-Funktion
nach X differenziert und das Ergebnis Null setzt (Extremwertaufgabel).

IP(;%,0) | o, (r=%) 1 e

ox . 20° .Q..%Nfa.m B

Wie man sieht, braucht man nur den Exponertenn der e-Funktion zu
differenzieren, denn alleine die Ableitung des Exponenten (die innere
Ableitung) bleibt durch das Nullsetzen stehen:
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(x -%)..
- L

( 20 ) (x, -~ %) -
e = — 2l =0 = x, =X
, . OX 20 i

Bei dem Verfahren der linearen Regression geht man in der gleichen Weise
vor;

Man mdchte fir eine Anzahl von MeRwerten y,, die zweidimensional verteilt
sind - d.h. sle finden sich in einer grafischen Darstellung auf einer Geraden
¥, = b-x, + ¢ wieder (z.B. wie in einem Praktikumsversuch, wo die Mefiwerte
¥, die Beschieunigungswerle a, sind) - den cmmﬁ: Achsenabschnitt ¢ und den
beslen >um=mm b m:ﬂ&m_:

d (ms ) o fohlorbohatiato Modpunkls .
K dor Baschleunlpung (gemessen mit 5- urkd {-Wecdan) v
m —
Fahlerbalken der Baschisunlgungen ~
—— \
T 4
-l / bast Gemds
T -
1
=] { [ . | H I -~
o [ I i i )
sines, Bin of, Gl ol slnot, slned mmﬂoﬁ

Nach den Gesetzen der Wahrscheinlichkeit findet man diese Werte; indem
man das Maximum einer zwidimensionalen symmetrischen Gaul-
Verteilungsfunktion sucht. Diese Verleilungsfunktion - ist = die
Produkiwahrscheinlichkeit der beiden Finzelwahrscheinlichkeiten fiir den
Anstieg b und den Achsenahschnitt ¢

1 % :.H_»
P{bc)= Ew@:@nqv [[—p=|-e

121 O, 21

Diese Funktion ist nun wie bei der Ermittlung des arithmetischen Fehlers, also
bei der Suche des Maximums der eindimensionalen Verteilung, nach den
Variablen & und ¢ (bester Anstieg und bester Achsenabschnitt) partiell zu
differenzieren und Null zu selzen (Maximum ‘der zweidimensionalen

S lineare Rearessionsanalvse

Verteilungsfunktion suchen). Hierbei erinnem wir uns geme an das, ‘was wir
hierzu bei der eindimensionalen Verteilung gesagl haben: wir brauchen nur
den Exponenten der e-Funktion partiell nach & und ¢ zu differenzieren. Wir
erhalten dabei zwei Gleichungen, die wir Null setzen:

(p=(b-x+e))

ot - MJ.. . : .
i=t NO.w n AE — b-x [n..v.‘.ﬁ
= i i ] - O g
3 _M p un
=Gy
=1 MQ:.W - M._“A‘.w‘._.l @.Hmlhv = 0
de izt o

i

Wir erhalten die beiden linearen Gleichungen fiir die Unbekannten 4 und c:

Mahﬁ.ﬁ = _wM +n M| und
oo
LI o

Y |__ o
M WM . __u_Qw. i

‘__u. ?_Q

Wir losen das lineare Gleichungssystem nach der Determinanienmethode
(Cramer'sche Regel):
ir die Nennerdeterminante erhalten wir:

= xt X
A= for Bl g e SEA
IM..M_I alul _u_O.w mn.O.w _n:u.w
_n_O.__u .‘u_OL '
Ea fiir die Zéhierdeterminante erhalten wir fiir die mm,.mn::c:m von b
L} kil H E o H
M i
NH_«_ Qw ?_Q.WH. :H&.u‘n.MaU:mslalum?.ak
b :k MP i=1 O.w nn_ﬂﬂ. __H_Ow qu_OW
i=1 O.w i=1 Ok

1

bew. fiir die Zahlerdeterminante fiir die Berechnung von ¢
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LR T AP
N“ I=1 i n:_, i .“M.Hl».:klzk_.uw\..zhﬂln
) I H| .Mu\. _n_.O.__u i=1 0, i=1 O.w F.O.w
_EQ.W ) .u,Oﬂ.. . °
Als besten Anstieg erhaiten wir
WHNW also b= 1 Y I .MH...K -y X 3 Y

A &\ (o) T(oy “(o) “(oy

und der besle >n:mm:mumnsan ist:

.N w Hm ¥, X .H.u.‘
c=-—= also. ec=— | Y LY SL T S .
A A M,& T o M& T
51 x 2
mt A= i/
M eh Mm%

Zu diesen Endgleichungen ist noch einmal falgendes zu sagen:
Die Gréfen x und y sind als Mitelwerte anzunehmen und o} st
defi :_:o:mm_mamm die Varianz (hier das Fehlerquadral) der fehlerbehafteten

GréBe y .Wenn nun in einer Messung der Fall vorliegt, dait die MefRfehler

(Streuungen der Mittelwerte y,) fur alle y, gleich sind, so vereinfachen sich die -

Gleichungen zu:

&.”W..hz.MHﬂ.u‘_ EMH..MV__u und ¢ HWLAMH‘H.M.«& |MH*.MH_.E_V

2
mit A=nJx- mMa_u denn M| = n-iwenn o konstant ist
: ; i o o

n ist dabei die Gesamtzahi aller MeRwerte 3,

Der Anstieg und der Achsenabschnitt sind natirlich fehlerbehatfiet. lhre Fehler
berechnen sich durch Anwendung des FFG auf obige Gleichungen. Man erhéit
flir den Fall; daB alle §mm.s.mnm verschiedene Fehler :mnmz

fiir den Fehler des Achsenabschnittes 5 = M_.., I,wln.l -a

i=1 m\ﬁ _
und mcmmmasnmq _uimqms__m:on.

o7 Ty Gy 5
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und fiir den Fehler des Anstieges: = M -g;
. T =k

me
und m:wumaznmq _uﬁmﬁm:zm:o:_
b Qav M:: LM:: M::
mit A=Y ——3 A

EVN ;.qpﬂ m{a)

Fur den Fall, da? alle MeRwerle den gleichen Fehler haben, ist ¢, = ¢ und es
ergibt sich fir den Achsenabschnitt:

§ = [ LY - (xS

‘ Du c.m =1 ' i=i ! i=1 !

und fiir den Anstieg:

5= P W.AEM.WHFEAWH ¥

¢ A a’ = ! [ ! P

mit N als Anzahl der MeBwertpaare (y,,x,)
- .—. N N
und A=—-N-3x! —| 3x
q\_ 1=1 i=t
Die GroRke o ist aber jetzt die Streuung der Mellwertepaare von der Geraden,

1 L
die wir nach der Gleichung ©° n.j-M@. —b-x —c) berechnen. Der
- i=1

<oim§o.. ? trigt dem Rechnung, dal die Gerade durch 2 MeBpunkte -
bestimmt ist, daft also nur noch N — 2 Frelheitsgrade zur Disposition stehen.

Wenn also V = 2 ist, so wird der Fehler oo.

Rechnen wir die Fehler des >3m=mmmm und des Achsenahschnittes aus:

B 0D R RN e

2 I=1

5= - fiir den >o:mm=_m_umo=a= und

5 = 7~ fir den Anstieg
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Bearbeiten wir diese Gleichungen noch ein wenig, um sie zu vereinfachen:
. N
Wenn wir in der Gleichung fir 57 die die Summe > x] ausklammem und

i=1

N
O : _
kiirzen ,ergibt sich s} = ————"—— und wenn wir in der Gleichung
N-2x =\ L%,
i=1 i=t
fir s, im Z&hler N ausklammem und kiirzen, erhalten wir fiir
&= c-N .
b N L :
N-Zx =i 2%
. i=l

inl .- 1

Nun stellt sich fiir uns noch die Frage, ob der Fehler von Anstleg und
Achsenabschnift vom Nullpunkt der Verteilungsfunktion, also von einer
Koeordinatenursprungs-Transformation, abhdngt. .

Legen wir einmal den Koordinatenursprung in das Maximum unserer
Vertellungsfunktion. Damit sind die x, links und rechls vom

!

N
Koordinatenursprung vollig gleichverteilt, so daid damit > x, =0 wird. Wir
z_ﬂuu
Qn.mvn H

|=

N-3 5 N
i=]

¢’ und N sind von der Lage des Koordinatensystems unabhing. Dieser

Fehler ist also eine von der Lage des Koordinatensystems unabhéngige
Grofe. Wie sieht es aber mit dem Fehler des Anstieges aus? Wenn wir

x &N _ ¢

2%, = 0 setzen, erhalten wir s} = ———— = ——— was, wie man sieht, von
= N-¥x Y
. =t 11
der Lage des Koordinatenursprunges nicht unabhéingig ist.
N N

erhalten fir den Fehler des Achsenabschnites s* =

e

Wir losen dieses Problem, indem wir statt 3" x7 nun > (x, — ) schrelben.
i=1

i=1

Damit erhalten wir fir den Fehler des >=m=mmmm L8 =

Eine etwas andere Methode, um den besten Anstieg und den besten
Achsenabschnitt zu bestimmen:

Wenn man eine Gleichverteilung der Melwertepaare um die beste Gerade
¥=250-X + ¢ annimmt und der Fehler der Messung die Streuung o der
Mefiwerte um diese Gerade ist, kann man auch bei der Herleitung der
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Gleichungen fiir den besten Anstieg und den besten Achserabschnitt mit
Mittelwerten von x, und y, arbeiten:
Man bestimmt die Mittelwerie aus den N Wertepaaren gemaf

1 > 1 &
T=—-3'X und Y=y
woEY e YEyan
Nun bearbeiten wir unser mﬁquSmnuBu_mE_ welches wir ganz am Anfang
formuiiert haben neu. Wir hatten den Exponenten der GauBverieilungskurve
nach & partiell abgeleitet und Null gesetzi. Das machen wir nun wieder
genauso, nur ist jetzt & eine Konstante und unsere Geradengleichung lautet

. nicht mehr ¥, = b-x, + ¢ sondern ¥ = b-X -+ c. Die Ableitung von damals

sei noch einmal in Erinnerung gerufen:
2 . .
o (y, = (6% +0)) - : ﬂ

m _ .
T 20, e (3 - bx—-c)x
“M i i =0
ab g v, |
hat jetzt die Form:
-3, - (b5 + el
20° =t thﬁ.ﬂl _w.uﬂinv..ﬂ“o bzw.
ab o i . _

' 1 » : 1 X
in diese Gleichungen setzen wir fur X umw.M.ﬁ und ¥ = M.M.. ¥, und
. - I=1 . i=1
durch Umstellung nach & erhalt man den besten Anstieg
N L _ N _ .
.MH?.F ~ V2% . .
b="———'— undfiirden Achsenabschnit c=%-b-X
PEARES

Bitte stéren Sie sich nicht daran, daB unter den Summen Mittelwerte stehen.
Die Rechenvorschrifien der obigen Gleichungen sind eindeutig und ausfihrbar!
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N -ist die Anzahl der Wertepaare und diese haben sich bereits aus
Mittelwertbildungen der Einzelmessungen ergeben. (Z.B. kénnte sich das
. Wertepaar (X,7,)} aus 5 Einzelmessungen (X, ¥,;X,, ¥,:%,, 1 %,, V; %, ¥, )
ergeben haben), _ .

Wenn Sie fiir Ihre lineare Regressionsanalyse eine Ursprungsgerade
bendtigen, beachien Sie biite, dafl Sie dafiir nicht die oben abgeleiteten
Formeln Gbernehmen diirfen. Bei den obigen Gleichungen stellt ein Wertepaar
(0,0) einen fehlerbehafteten MeBpunikt dar, waihrend bei einer
Ursprungsgeraden der Koordinatenursprung fehlerfrei ist.

Wenn eine Ursprungsgerade gesucht wird, so. milssen Sie die obhige
Regressionsanalyse mit der Geradengleichung y, = &-x, durchfithren. Das
Ergebnis ist dann die Anstiegsglelchung fiir die Ursprungsgerade:

XV - v
3 Y :

b =——2 f{ir den Falli, dait alle Mewerie y, verschiedene Fehler
; .

Ursprungrgerede nox

Ty
@, haben und @535.% M
H

Dm: Fehler des Anstieges _Szzmn Sie berechnen im ersten Fall mit der
Formel:

. 1 e B . . . . 57
5, = ——— und bei Gleichheit aller Fehler mit ,ﬂ. =

hpaegg ek n gprrwry ke 1

3 Zx

i=l

.ma ist dabei wieder die Streuung der gmmém:m ¥, um die beste Gerade, sie

wenn fir alle h. die Fehler gleich sind.

ap

ergibt sich fiir die Ursprungsgerade zu. ¢° = M,._C\‘ bh-x v

=]

Zum Schiulf sei hier noch die Fomel zur Berechnung des
Korrelationskoeffizienten angegeben, Der Korrelalionskoeffizient r,, gibl den

Grad des linearen Zusammenhanges zweier Gréfen an. Je niher man dabei
an 1 herankommt, um so stérker ist der lineare Zusammenhang. Sinnvol! wére
es, wenn man direkt am Anfang den Komrelationskoeffizient berechnet, um zu
sehen inwiewelt eine lineare Regressionsanalyse {iberhaupt sinnvoll ist.

ro=Zw . (L1<y <4

= D (=1<r <+

> =G0, - )

Wobei 0, = ——- M&&II.M?M.L\ = M? -¥)(y - ¥)

n—1 izl =1 i=l :l,_ i=d
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als Kovarianz bezeichnet wird und ob

3

MAH — Xy bzw

m..lﬂ i=)

g, = IM.MA ¥ — ¥) die uns bekannten Varianzen sind. Damit ergibt sich
H— i=l
MA.H |hlp.uﬁu\.ﬁ - wv
—\1
/\M %= %) .M‘“? - %)

der Korrelationskoeffizient zu ~

-1 1
= bzw. x =—-> x
4 N M_UE : N M_“

Ubrigens sollten die einzelnen Mefiwerte y, mit ihren Fehlerbalken so weit von

‘der Geraden entfernt sein, dalb einzelne Balken die beste Gerade nicht mehr

beinhalten, dann ist es sinnvall, in jedem Falle mit den Gleichungen zu
arbeiten, in der die Sreuung & die Fehler beschreibt (sowohl bei der
Bestimmung der Geraden als auch bei der Berechnung der Fehler des
Anstieges bzw.des Achsenabschnittes).

16 lineare Rearessionsanalvse



"?M |

s 3 &bzu’[,‘bll} the SS‘W\AS. W«b% Wallisabear Grofen wmd (et b L\JW

%-Na{cﬁt@f’/w' Pratibum clar PQA,%%Q 5 M%f/gﬁ}j\
\){@L‘P A2 S 8 '_-39
S, 4 CSchisb el )

\&?M\&%V&w\/\/\ l
- $.3%3-28

° [’\Jeﬁ—? bed - PWM&Q«\JM fradk e
o vieln L\I&J{(ﬁi %‘v\.uof&f . |



